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LBM

Pourquoi utiliser la méthode de Lattice Boltzmann?

Utilisée en CFD depuis les années 90

Performances équivalentes aux éléments et volumes finis

Peut être très rapide

Exemple d’un calcul LBM sur cartes graphiques (GPU)
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LBM

Différentes échelles de modélisation

Echelle macroscopique

Variables macroscopiques

• ρ (x, t) masse volumique

• v (x, t) vitesse

• T (x, t) Température

• · · ·

Echelle microscopiqueEchelle mésoscopique
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LBM

La méthode de Lattice Boltzmann (LBM) - Une approche mésoscopique

L’équation de Boltzmann - 1872

∂f
∂t

+ c · ∇xf︸ ︷︷ ︸
Propagation

= Ω(f )︸ ︷︷ ︸
Collision

f (x, c, t) : densité de probabilité de trouver une particule à l’instant t à la position x ayant une
vitesse c.

ρ =

∫
R3

f (c) dc, ρv =

∫
R3

cf (c) dc, ρE =

∫
R3

1
2
|c|2f (c) dc ; E =

1
2
|v|2 + CvT

Ω(f ) : opérateur de collision
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LBM

La méthode de Lattice Boltzmann (LBM) - Une approche mésoscopique

L’équation de Boltzmann - 1872

∂f
∂t

+ c · ∇xf︸ ︷︷ ︸
Propagation

= Ω(f )︸ ︷︷ ︸
Collision

Chapmann-Enskog (1915) : lien avec l’équation de Navier-Stokes

f (c) = f eq (c) + εf1 (c) + ε2f2 (c) + · · ·

Avec ε =
Libre parcours moyen

Dimension macroscopique caractéristique
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LBM

La méthode de Lattice Boltzmann (LBM) - Une approche mésoscopique

L’équation de Boltzmann - 1872

∂f
∂t

+ c · ∇xf︸ ︷︷ ︸
Propagation

= Ω(f )︸ ︷︷ ︸
Collision

Chapmann-Enskog (1915) : lien avec l’équation de Navier-Stokes

Ω(f ) : modèle de Bathnagar - Gross - Krook (1954) (BGK)

Ω(f ) = −
1
τ
(f − f eq)

f eq : Maxwell (1859)

f eq (x, c, t) =
ρ

2πkbT
e
−
|c − v|
2kbT ; kb : Constante de Boltzmann

1973 : Méthodologie de résolution à vitesse discrète (Renée Gatignole )
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LBM

Vers la LBM
Petite disgression historique

1950 : Automates cellulaires (Newmann et Ulam)

1973 : Lattice Gas Automata (LGA) : Hardy, Pomeau et De Pazzis
t t +∆t

propagation collision

ni (x + ci△t, t) = ni (x, t) + Ci (n (x, t)) ; ni (x, t) = 0 ou 1

fi = ⟨ni⟩; ρ =
∑

i

fi; ρv =
∑

i

cifi;

Respecte les lois de conservation, mais ne permet pas d’obtenir les équations de la
dynamique des fluides (Navier-Stokes)
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LBM

Vers la LBM
Petite disgression historique

1986 : Frish, Haslacher, Pomeau
Augmentation des symétries du réseau ⇒ obtient Navier-Stokes

(a) Frish et al., 1986 (b) D’Humière et al. , 1985

Liberge Erwan (LaSIE -UMR CNRS 7356 - La Rochelle Université)LBM-FSI 25 septembre 2024 6 / 43



LBM

Vers la LBM

Inconvénient de la LGA

Bruit numérique

Dépendance de la vitesse et de la pression

Vers la LBM

1988 : McNamara et Zanetti
Utilisation de fi au lieu de ni =⇒ équation de Lattice Boltzmann

fi (x + ci△t, t)− fi (x, t) = Ωi (f (x, t))

De 1988 à 1991 : évolution sur le réseau discret et l’opérateur de collision et f eq
i

1991/1992 : La LBM actuelle - Schéma DnQb

Ωi (f (x, t)) = −
1
τ

(
fi − f eq

i

)
et f eq

i = ωiρ

(
1 +

ci · v
c2

s
+

(ci · v)2

2c4
s

−
v2

2c2
s

)
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LBM

Un outil de résolution des équations

Navier-Stokes 2D et 3D : fi (x, t) = f (x, ci, t) ,Ωi (f ) = −
1
τ

(
fi − f eq

i

)
△x

△y

D2Q9 D3Q19

c0

c1

c2

c3

c4

c5c6

c7 c8

D3Q27

ρ =
∑

i

fi p = ρc2
s

v
cs

≪ 1 cs =
1
√

3

ρv =
∑

i

cifi f eq
i = ωiρ

(
1 +

ci · v
c2

s
+

(ci · v)2

2c4
s

−
v2

2c2
s

)

ρvv + pI =
∑

i

cicifi ν =
(2τ − 1)

6
(∆x)2

∆t
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LBM

Un outil de résolution des équations de Navier-Stokes

Mais pas que ....

Convection diffusion 1D :
∂ϕ

∂t
+ v

∂ϕ

∂x
= α

∂2ϕ

∂x2

c0 c1c2

D1Q3

f eq
i = ωiϕ (1 + ci · v)

Diffusion 2D :
∂ϕ

∂t
= λ△ϕ

c1

c2

c3

c4

D2Q4

f eq
i = ωiϕ

ϕ = 1.5

ϕ = 1
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LBM

Exemple : Convection naturelle

𝛛T/𝛛n=0

𝛛T/𝛛n=0

T=TH T=TC

g

H

∇ · v = 0
∂v
∂t

+ v · ∇v = −
1
ρ0

∇p + ν∇2v − gβ(T − T0) (1)

Equation de conservation de l’énergie :

∂T
∂t

+ v · ∇T = a∇2T (2)
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LBM

Exemple : Convection naturelle
Approche LBM

Modèle iD2Q9 pour Navier-Stokes

c0 f0 f1c1

f2

c2

f3
c3

f4

c4

f5

c5

f6
c6

f7

c7

f8
c8

-

6

?

�
�

�
�

�	

@
@

@
@I

@
@
@
@R

�
�
�
��

f eq
i = ωiρ

(
1 +

ci · v
c2

s
+

(ci · v)2

2c4
s

−
v2

2c2
s

)

avec : ν =
(2τ−1)

6
(∆x)2

∆t

Modèle D2Q5 pour l’énergie

c′0 g0 g1c′1

g2

c′2

g3
c′3

g4

c′4

-

6

?

�

geq
i = ω′

i T (1 + ci · v)

avec :a =
(2τ ′−1)

5
(∆x)2

∆t
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LBM

Convection Naturelle : Résultat Pr = ν/a = 0.71

Ra = 103 Ra = 106

Liberge Erwan (LaSIE -UMR CNRS 7356 - La Rochelle Université)LBM-FSI 25 septembre 2024 12 / 43



LBM

LBM pour le multiphasique

Milieu biphasique

Fluide A
Fluide B

ϕ =

{
ϕA dans le fluide A
ϕB dans le fluide B

W =
4

|ϕA − ϕB|

√
κ

2β

σAB =
|ϕA − ϕB|3

6

√
2κβ

Landau free energy function

Ψ =

∫
Ω

(
ψ (ϕ) +

κ

2
(∇ϕ)2

)
dΩ

Isothermal system :
ψ (ϕ) = β (ϕ− ϕA)

2 (ϕ− ϕB)
2
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LBM

LBM pour le multiphasique

Milieu biphasique

Fluide A
Fluide B

ϕ =

{
ϕA dans le fluide A
ϕB dans le fluide B

W =
4

|ϕA − ϕB|

√
κ

2β

σAB =
|ϕA − ϕB|3

6

√
2κβ

équation de Cahn-Hilliard
∂ϕ

∂t
+∇ · (ϕv) = M△µϕ

avec
µϕ =

δΨ

δϕ
=
∂ψ

∂ϕ
− κ△ϕ

= 4β (ϕ− ϕA) (ϕ− ϕB)
(
ϕ− ϕB

)
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LBM

Navier-Stokes + Cahn Hilliard

Fluide A
Fluide B

ϕ =

{
ϕA fluide A
ϕB fluide B

W =
4

|ϕA − ϕB|

√
κ

2β

σAB =
|ϕA − ϕB|3

6

√
2κβ

équation de Cahn-Hilliard
∂ϕ

∂t
+∇ · (ϕv) = M△µϕ

équations Navier-Stokes

ρ

(
∂v
∂t

+ v · ∇v
)

= ∇ · σ + f

∇ · v = 0
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LBM

LBM multiphasique

1 fonction de distribution pour les équations de Navier-Stokes

ρ =
∑

i

fi, ρv =
∑

i

fici +
∆t
2

f

ν = c2
s

(
τ −

∆t
2

)
1 fonction de distribution pour l’équation de Cahn Hilliard

ϕ =
∑

i

gi

M = Γ

(
τϕ −

∆t
2

)
Γ : paramètre numérique
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LBM

Zu et He (2013)

schéma LBM pour l’équation de Cahn Hilliard
D2Q9

gi (x + ci, t + △t) = gi (x, t)+η
(

geq
i (x + ci, t) − geq

i (x, t)
)
−

1
τϕ

(
gi (x, t) − geq

i (x, t)
)

avec η = 2τϕ − 1 et M = q
(
τϕ −

1
2

)
Γ

∑
gi = ϕ;

∑
cigi =

1
1 − η

ϕv;
∑

cicigi =
ΓµϕI
1 − η

Navier Stokes : nouvelle approche∑
fi = 0;

∑
cifi = v;

∑
cicifi = vv + pI

+ 2 forces volumiques ajoutées pour stabiliser :

f p = −p∇ρ and fµ =

[(
τ −

1
2

)
c2

s△t
]
(∇v + v∇) · ρ
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LBM

Application
Instabilité de Rayleigh-Taylor

At =
ρA − ρB

ρA + ρB
= 0.5, Re =

ρAd3/2g1/2

ν
= 3000,

Pe =

√
gdW

Mβ (ϕA − ϕB)
2 = 105, W = 5
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LBM

LBM et calcul GPU

Le calcul sur carte graphique (GPU)

Sur une carte graphique plusieurs centaines de processeurs

CPU : optimisé pour le traitement en série / GPU : optimisé pour traiter de nombreuses
tâches simultanées

CPU GPU

programme programmeproc 1

proc 2

proc 3

Coeurs GPUs
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LBM

LBM et calcul GPU
fi (x, t) = f (x, ci, t) ,Ωi (f ) = −

1

τ

(
fi − f eq

i
)

fi (x + ci△t, t +△t)− fi (x, t) = −
1
τ

(
fi (x, t)− f eq

i (x, t)
)

Algorithme de Lattice Boltzmann

Etape de collision

f̃i (xj, t) = fi (xj, t)−
1
τ

(
fi (xj, t)− f eq

i (xj, t)
)

Etape de propagation (streaming)

fi (xj + ci∆t, t +∆t) = f̃i (xj, t)

Liberge Erwan (LaSIE -UMR CNRS 7356 - La Rochelle Université)LBM-FSI 25 septembre 2024 19 / 43



LBM

LBM et calcul GPU
fi (x, t) = f (x, ci, t) ,Ωi (f ) = −

1

τ

(
fi − f eq

i
)

Algorithme de Lattice Boltzmann

Etape de collision

f̃i (xj, t) = fi (xj, t)−
1
τ

(
fi (xj, t)− f eq

i (xj, t)
)

Etape de propagation (streaming)

fi (xj + ci∆t, t +∆t) = f̃i (xj, t)

Mise à jour des grandeurs macroscopiques :

ρ (xj, t +∆t) =
∑

i

fi (xj, t +∆t) et ρv (xj, t +∆t) =
∑

i

cifi (xj, t +∆t)

L’algorithme est efficace pour le calcul parallèle aussi bien sur des serveurs classiques (CPU)
que sur des cartes graphiques (GPU)
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LBM

Application à l’interaction fluide-structure(IFS)

Problématique

Contraintes
LBM comme solveur fluide
Solveur externe pour la structure
Réseau cartésien fixe

Bref état de l’art

Historiquement : une paroi solide renvoie les particules (Bounce Back)
Pour l’IFS : modification de la quantité de mouvement pour prendre en compte le
déplacement de la paroi
Inconvénient : lourd à mettre en oeuvre

Méthode des frontières immergées (IB)

Couplage LBM et méthode Chimère (Mehdi et al.,2013)

En dehors du Bounce Back, adaptation des méthodes de CFD
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LBM

La pénalisation volumique (thèse de M. Benamour, co-encadrée avec
C. Béghein)

Principe - exemple sur l’équation de Navier-Stokes (Angot, 1999)

∇ · v = 0
∂v
∂t

+ v · ∇v = −
1
ρ
∇p + ν∇2v −

IΩs

η
(v − vs)

Avec

IΩs (x, t) =
{

1 si x ∈ Ωs (t)
0 sinon ; η ≪ 1 coefficient de pénalisation

Application à la LBM

fi (x + ci△t, t +△t)− fi (x, t) = −
1
τ

(
fi (x, t)− f eq

i (x, t)
)
+△tFi

Avec

Fi =

(
1 −

1
2τ

)
ωi

(
ci − v

c2
s

+
ci · v

c4
s

ci

)
·
(
IΩs

η
(v − vs)

)

ρv =
∑

i

cifi −
△t
2

(
IΩs

η
(v − vs)

)
⇒ v =

∑
i

cifi +
△t
2

IΩs

η
vs

ρ+
△t
2

IΩs

η
ρ
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LBM

Calcul des efforts fluides sur la structure
Momemtum Exchange Method

xs
•

xf
• xΓ• cα

fluide

solide

Interface non conforme au mailage cartésien :
Exemple d’un noeud fluide frontière xf, son
image dans le domaine solide xs, et le point d’in-
tersection avec l’interface xΓ

En xΓ l’effort fluide ponctuel est défini par

F (xΓ) = (cα − vΓ) f̃α (xf)− (cα − vΓ) f̃α (xs) (3)

La force totale agissant au centre de gravité et le moment sont

Ff =
∑

F (xΓ) et Tf =
∑

(xΓ − xG)× F (xΓ) , (4)

avec xG les coordonnées du centre de gravité.
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LBM

Calcul des efforts fluides sur la structure
Stress Integration Method

Inspirée des méthodes habituelles de calcul des contraintes en CFD

Ff =

∫
∂Ωs

σ · ndS and Tf =

∫
∂Ωs

r × σ · ndS (5)

avec

σ = −pId + ν
(
∇v + (∇v)T

)
= −ρc2

s Id −
(

1 −
1

2τ

)(∑
α

cα ⊗ cα (fα − f eq
α )

)
(6)

et n la normale extèrieure au domaine solide.
L’équation (5) devient :

Ff =
∑

i

Siσ (xi) · ni (7)

Si et ni sont les surfaces d’intégrations et les normales sortantes des points d’intégrations xi
disséminés sur l’interface fluide-solide.
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LBM

Calcul des efforts fluides sur la structure
Comparaison - Naca 0012 à Re=1000

α = 7◦ α = 10◦

α = 24◦ α = 26◦
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LBM

Calcul des efforts fluides sur la structure
Comparaison - Naca 0012 à Re=1000

Coefficient de portance Coefficient de trainée
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LBM

Calcul des efforts fluides sur la structure
Sédimentation d’une particule dans un canal

L

H

D

x

y

x0

y0

g
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LBM

Calcul des efforts fluides sur la structure
Sédimentation d’une particule dans un canal

Vitesse de rotation de la particule
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LBM

Application 1 - Déplacement imposé en translation et rotation d’un Naca
0015
Système d’extraction d’énergie proposé par Kinsey and Dumas (2008) https://www.hydrolienne.fsg.ulaval.ca/videos/

α (t)

α0

Déplacement imposé :

y (t) = Y0sin (γt + ϕ)
α (t) = α0sin (γt)

with ϕ =
π

2
and α0 = 76◦

Vorticité calculée par la méthode LBM -
pénalisation volumique
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LBM

LBM et pénalisation Volumique
Oscillation libre à Reynolds 100

Equation du cylindre

mŸ + k (Y − Yeq) = Fy

Equation adimensionnelle

m∗Ÿ∗ + k∗
(
Y∗ − Y∗

eq
)
= CL

Adimensionalisation (shiels et al.)

Y∗ =
Y
D

m∗ =
m

0.5ρD2

k∗ =
k

0.5ρV0
2 t∗ = t

V0

D

k∗eff = k∗ − m∗ω∗2

D
x

y
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LBM

Conclusion sur le couplage LBM - Penalisation Volumique

En comparaison des autres méthodes d’IFS pour Lattice Boltzmann

Performances équivalentes

Facilité d’ajout d’un solide
Perspectives

Rajout de la pénalisation volumique dans le cadre de la turbulence

Calculs laminaires 3D via LBM-VP implémentés dans le code LBM opensourcePalabos
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LBM

Evolution pour des structures déformables

Objectif de ce travail : utiliser une formulation multiphasique

Etendre les équations de Navier-Stokes au domaine structure

Formulation adaptée pour exprimer les contraintes du domaine solide en eulérien

Suivi des domaines par fonction caractéristique, Level-Set, interfaces diffuses · · ·
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LBM

LBM pour les solides déformables

Formulation mathématique

Equations de Navier-Stokes sur Ω = Ωf ∪ Ωs ∪ ΓI

ρ

(
∂v
∂t

+ v · ∇v
)

= ∇ · σ + f

∇ · v = 0

avec
ρ = ρf H (ϕ) + ρs (1 − H (ϕ))
v = vf H (ϕ) + vs (1 − H (ϕ))
σ = σf H (ϕ) + σs (1 − H (ϕ))

et H (ϕ) =

{
1 in Ωf
0 in Ωs

Choix pour ϕ : équation de Cahn-Hilliard

∂ϕ

∂t
+∇ · (ϕv) = M△µϕ avec µϕ = 4β

(
ϕ− ϕf

)
(ϕ− ϕs)

(
ϕ− ϕ

)

ϕ =

{
1 dans Ωf

−1 dans Ωs
; W =

4
|ϕf − ϕs|

√
κ

2β
; σ =

|ϕf − ϕs|3

6

√
2κβ

E. Liberge, C. Béghein, A Lattice Boltzmann approach for the fluid-structure interaction of a neo-Hookean medium, Physical Review E, 2022
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LBM

Formulation pour un solide néo-hookéen incompressible

• les opérateurs de discrétisation sont en eulérien ρs
∂vs

∂t
+ ρs (vs · ∇vs)−∇ · σs = fs in Ωs

∇ · vs = 0

avec

σs = −psId + αs
(
FFT − Id

)
;αs : coefficient de Lamé (8)

et

F = (Id −∇d)−1 (9)

d : champ de déplacement

∂d
∂t

+ vs · ∇d = vs dans Ωs (10)
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LBM

Formulation LBM pour un solide néo-hookéen incompressible

Contraintes "fluide"

σ̃f = −psId + 2µf D (vs)︸ ︷︷ ︸
τ
µ
s

Contraintes "solide"

σs = −psId + αs
(
FFT − Id

)
Principe : T = −2µf D

(
vf
)
+ αs

(
FFT − Id

)
avec

2µf D
(
vf
)
=

(
1 −

1
2τ

)(∑
α

cα ⊗ cα (fα − f eq
α )

)

Modifier les fonctions d’équilibre

f̃ eq
α = ωαρ

1 +
cα · v

c2
s

+

(
v ⊗ v −

T
ρ

)
:
(
cα ⊗ cα − c2

s I
)

2c4
s

 ,

=⇒ Π
eq
ij =

∑
α

f̃ eq
α cαicαj = ρvivj + ρc2

s δij + Tij

conséquence

ρs
∂vs

∂t
+ ρs (vs · ∇vs) = −∇ps +∇ · τµs +∇ · T + fs in Ωs
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LBM

Algorithme

Algorithm 1 Sur un pas de temps
ρ (t) , v (t) ,H (t) et d (t) sont connus,

1 Calcul de T = τνs − µs
(
FFT − Id

)
2 Calcul de ρ (t +△t) et v (t +△t) (LBM pour Navier-Stokes) avec

f eq
α = (1 − H) f eq

α + Hf̃ eq
α (11)

3 Calcul de d (t +∆t)
4 Calcul de ϕ (t +∆t) and H (t +∆t) (LBM pour Cahn-Hilliard))
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Application

Exemple 1

x

y

v · x
Ωf (0)

Ωs (0)

L

L

Ls

L = 2 cm
Ls = 0.5 cm
ρf = ρs = 1 g · cm−3

νf = 0.2 dyn · s · cm−2

µs = 0.2 dyn · cm−2
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Application

Exemple 2

x

y

Ωf (0)

Ωs (0)

L

L

Ls

v · y
L = 1 m, Ls = 0.5L, V0 = 1 m · s−1, ρf = ρs =
1 kg · m−3, νf = 0.001 Pa · s, µs = 0.25 Pa

v (x, L, t) = −U0 (1 − cos (2πt)) sin (2πx) y
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Application

Exemple 3

ρs = ρf = 1 kg · m−3, νf = 0.001 Pa · s, µs = 1 Pa, et r = 0.2m

(c) Present work : t = 0 s (d) Present work : t = 0.5 s (e) Present work : t = 1 s

(f) Zhao et al. : t = 0 s (g) Zhao et al. : t = 0.5 s (h) Zhao et al. : t = 1 s

Figure – Application C - Comparison of results obtained with Zhao et al. [?]
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Conclusion

Conclusion et perspectives

Adaptation de la LBM aux solides néo-hookéens incompressibles
pas de couplage de solveurs
modifications de l’opérateur de collision (via les fonctions d’équilibres)

Application à des cas de la littérature
Perspectives :

Extension aux solides en grandes transformations
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Conclusion

Routage?
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Routage?
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Conclusion

Performances actuelles sur cartes graphiques (GPU)

Source : https ://github.com/ProjectPhysX/FluidX3D

Lehmann, M., Krause, M., Amati, G., Sega, M., Harting, J. and Gekle, S , Accuracy and performance of the lattice Boltzmann method with 64-bit,

32-bit, and customized 16-bit number formats.
Phys. Rev. E 106, 015308, (2022)
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